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RESUMEN 
La presente investigación de la solución matemática en el planteamiento del 
problema directo y dual del equilibrio en estructuras de membrana con 
asistencia del software científico matemática 6.0, el planteamiento del 
problema dual del equilibrio en estructuras con los esfuerzos fijos , se obtuvo 
una ecuación diferencial parcial elíptica con condiciones de contorno en un 
dominio rectangular, se logró las soluciones aproximadas con ello se tiene la 
forma de la membrana, el error relativo entre la solución aproximadas y la 
superficie fija en el punto 0(0,0) es por la simetría de la superficie (centro de 
gravedad) que dicho error es 1.30758x10-2 , en n = 10 ,m = 4 , son 27 
iteraciones, gráfico de la solución aproximada y proyección de la superficie 
(membrana) a los planos XY,XZ y YZ se obtuvo los resultados con el 
mathematica 6.0. El desarrollo de la investigación se dio con una curvatura de 
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INTRODUCCIÓN 
La presente investigación titulada "SOLUCIÓN 
	 MATEMÁTICA DEL 
PROBLEMA DIRECTO Y DUAL DEL EQUILIBRIO EN ESTRUCTURAS DE 
MEMBRANA CON ASISTENCIA DEL SOFTWARE CIENTÍFICO 
MATHEMATICA 6.0" se explica cómo se obtuvo la forma de la membrana que 
es un importante problema dentro de la ingeniería civil. A continuación puede 
enmarcarse, básicamente, en el planteamiento del problema directo y dual que 
conducen a un problema de contorno de tipo hiperbólico y elíptico, con 
equilibrio en estructuras de membrana y asistencia del software científico 
mathematica 6.0. 
Para una mejor comprensión, esta investigación está dividida en tres capítulos. 
En el capítulo I se definen conceptos básicos de ecuación diferencial 
parcial de segundo orden, problema hiperbólico y elíptico, equilibrio entre cable 
y membrana, operador elíptico simétrico en forma de divergencia, 
aproximaciones por diferencias finitas, elementos de geometría diferencial y 
Superficies de R3: la curvatura de Gauss. 
En el capítulo II trata de la aplicación del problema directo y dual: 
planteamiento del problema directo en estructuras de membrana, formulación 
matemática y propiedades, ejemplos de problema directo mediante la 
utilización de la fórmula de d'Alembert, planteamiento del problema dual en 
estructuras de membrana y la ecuación diferencial parcial elíptica con 
condiciones de contorno en un dominio rectangular. 
En el capítulo III comprende en la implementación computacional con el 
software científico mathematica 6.0 de la cual se obtuvo los resultados: 
solución numérica, error relativo en el punto 0(0,0), gráfico de la solución 
numérica, gráfico de la solución numérica y analítica, gráfico con proyección de 
la superficie a los planos XY,XZ y YZ. 
También se desarrolla una discusión del problema tipo elíptico para ver 
como se obtuvo la solución numérica con el software científico mathematica 6.0 
CAPÍTULO I 
NOCIONES PRELIMINARES 
En este capítulo se realiza un breve repaso de conceptos básicos de 
ecuación diferencial parcial de segundo orden, problema hiperbólico y elíptico, 
equilibrio entre cable y membrana, operador elíptico simétrico en forma de 
divergencia y aproximaciones por diferencias finitas, elementos de geometría 
diferencial y superficies de R3: la curvatura de Gauss. 
1.1 Ecuación diferencial de segundo orden 
1.1.1 Ecuaciones casi-lineales 
Suponiendo que la función de incógnita u dependa de dos variables 
x e y, la expresión general de una ecuación diferencial parcial de 2° orden 
es 
(1 . ) 	 F(X, Y, Up UX, Uy, UXX, UX),, Uyy) = O 
donde F es una función de las variables que se indican. Las ecuaciones 
de 2° orden que interesan en las aplicaciones son casi lineales en su 
gran mayoría, es decir, de la forma 
(1.2) 	 a(x, y,u,ux,uy )uxx +2b(x, y,u,ux,uy)uxy + c(x, y,u,ux,uy )uyy + 
f(x, y,u,ux,uy ) = O, 
en que a, b, c y f son funciones conocidas de las variables que se indican. 
Introduciendo el operador diferencial 
(1.3) 	 L= a2 	 a2 	 a2 -ax2 2b ax" 	ay + c ;y2 , 
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la ecuación (1.2) puede escribirse en la forma: 
(1.4) 	 Lu(x, y) + f (x, y, u, u, , uy) = O 
En el caso particular que los coeficientes a, b, c dependan solamente de la 
las variables x e y, y que la función f sea lineal en u, ux, u3„ la ecuación 
(1.4) se reduce a una lineal, es decir: 
(1.5) 	 a(x, y)uxx  + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y)ux + e(x, y)uy + 
f (x, y)u = g(x, y) 
1.1.2 Clasificación de las ecuaciones casi-lineales 
Suponiendo que los coeficientes a, b, c son funciones continuas de 
clase C2 en un dominio Jt y considerando la expresión: 
(1.6) A(x, y) = b 2(x, y) — a(x, y)c(x, y) 
A la cual se le denomina el discriminante del operador L. Ahora bien, 
según que 1(x, y) es invariante con respecto a cualquier transformación 
( 
(1.7) 	 = 
continua de clase C 2 y con el jacobiano 
en R. En efecto se puede demostrar mediante dicha transformación, que 
la ecuación (1.2) toma la forma: 
(1.8) A (e ,n)u« + 2B (e , ri)uzn + C(,n)unn + F (e , u, 	 un) = o, 
en que A, B,C y F están expresadas por 
(1.9) 
1 
 A = al x 2 + 2bexey + cey2  
B = alx1lx + b(exrly + eynx) + ClrYnY 
C = anx 2 + 2bnxny + Cny2  
F = f + (aexx + 2b1xy + ceyy)ul + (anxx + 2bnxy + myy)un 
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Ahora bien, empleando las fórmulas (1.9) es posible notar que el 
discriminante B2 — AC de la ecuación (1.8) está relacionado con la 
ecuación (1.2) 
(1.10) B 2 — AC =[::;1 2 (b2 — ac) 
de donde se deduce que 82 — AC mantiene el mismo signo de b2 — ac. Se 
construye ahora la forma diferencial cuadrática 
	
(1.11) 	 a(x,y)d 2y —2b(x,y)dxdy + c(x,y)d 2x —0 
o las ecuaciones equivalentes 
a(x,y)(2)2 —2b(x,y) + c(x,y)= O 
	
(1.12) 	 dx 
c(x,y)(Z)2 — 2b(x,y) 	 a(x,y)= O 
De la primera ecuación se tiene 
(1.13) dy 
dx 
b(x,y)±4 ri  (x, y) 
M2(X y) a(x,y) 
de donde se deduce que, si la ecuación (1.2) es hiperbólica, obtenemos 
dos conjuntos de curvas integrales, si es parabólica un solo conjunto y si 
es elíptica ninguna curva, de la ecuación (1.11) toma el nombre de 
ecuación característica y sus curvas integrales se llaman las curvas 
características de la ecuación (1.2). 
1.2 Problema hiperbólico en Ecuaciones Diferenciales Parciales 
1.2.1 Introducción 
El problema de tipo hiperbólico es uno de los más importantes desde 
el punto de vista teórico y de las aplicaciones, es aquel que involucra la 
ecuación de propagación de ondas. Esta ecuación en su expresión más 
general, tiene la forma: 
(1.14) 	 utt + 2yut — c2572u + pu = g(P,t) 
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en que u(P, t) expresa la onda, y2 es el laplaciano en las coordenadas 
especiales, g(P,t) es una función conocida del punto P y del tiempo 
t y y, c, fi  con constantes conocidas. En el caso unidimensional la ecuación 
(1.14) se reduce a 
(1.15) 	 utt + 2yut — c2uxx + flu = g(x, t) 
lo que permite ver inmediatamente que es de tipo hiperbólico. 
La ecuación (1.14) está combinada con condiciones iniciales y de frontera, 
dando lugar a una gran variedad de problemas, cuya teoría y métodos de 
solución serán analizados. 
1.2.2 Determinación de la ecuación de la onda 
La ecuación (1.14) es la formulación matemática de varios 
fenómenos que pueden ser de distinta naturaleza física. Con el objeto de 
obtener la ecuación de una manera muy simple, se ubicaría en el caso 
unidimensional considerando una cuerda de material elástico y 
homogéneo, tendida entre dos puntos a lo largo del eje X. Si desplazando 
la cuerda de su posición de equilibrio, como se indica en la fig.01 y 
soltando, la tensión elástica que se produce hace vibrar la cuerda. 
As 
o 
fig. 01. Proyección de tensiones H1  y H2 en la cuerda sobre el eje OX y OU 
Suponiendo que el desplazamiento de cada punto de la cuerda sea 
pequeño y perpendicular al eje X, la vibración de la cuerda es transversal. 
Esta hipótesis significa que durante el movimiento, la proyección de la' 
U 
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tensión de la cuerda sobre el eje X mantiene un valor constante H. En la 
fig.01 se ha dibujado un elemento As de la cuerda desde pi (x; u) hasta 
p2 (x + Ax; u + Au) , el desplazamiento u de sus extremos y las tensiones 
H1  y 1/2 respectivas. Proyectando H1  y H2 sobre el eje OX se tiene 
(1.16) Hicosa = H2 cosI3 = H 
Mientras que proyectando sobre el eje Ou, tenemos la ley de Newton 
(1.17) H2sen8 Hisena = pAs jiu 
en que µ indica la dimensión lineal de la cuerda y Fin la aceleración del 
centro de masa del elemento As, en el instante t. Considerando la fórmula 
(1.16) y(1.17) se obtiene 
(1.18) tanf3 - tana = 1-`-º:1  1.1" H 	 tt• 
Se nota ahora que, siendo tana y tanf3 las pendientes de la configuración 
de la cuerda respectivamente en los puntos x y x + Ax, se tiene la 
ecuación (1.18) 
(1.19) ux (x + Ax) - u(x) = I'Lº! iitt• 
Si se plantea que la pendiente u, sea muy pequeña en cada punto de la 
cuerda, se puede tomar con buena aproximación As = Ax y de la ecuación 
(1.19) se obtiene. 
(1.20) ux(x-i-Ax)-ux (x)  Ax 
Tomando el límite de ambos miembros de la ecuación (1.20), cuando 
Ax -› O, resulta 
(1.21) uxx = 1-1.11 Utt• 
Haciendo ahora 
(1.22) c = 
De la ecuación (1.21), obtenemos 
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(1.23) ux, 	 =0 
que es la ecuación unidireccional de las ondas en su expresión más 
simple. Es fácil ver que, si se ha tomado en consideración la resistencia 
del medio en el cual vibra la cuerda misma, en lugar de la ecuación (1.23) 
se ha encontrado 
(1.24) utt + 2yut — c2uxx = g(x, t) 
en que 2yut expresa la resistencia del medio y g(x,t) la fuerza exterior. 
Nótese que la ecuación (1.23) es lineal e hiperbólica, la solución general 
es 
(1.25) u(x, t) = (x — ct) + f2(x + ct) 
en que fi  y f2 son funciones arbitrarias. Es muy interesante ver ahora el 
significado físico de fi  y f2 . Para esto considerando un punto x1  de la 
cuerda en un instante ti  y otro punto x2 > x1  en un instante t2, tal que sea 
(1.26) x1  — cti = x2 — ct2 . 
De la ecuación (1.26) se deduce ante todo que debe ser t2 > ti  y que 
(1.27) c= 
De la misma ecuación (1.26) se deduce además que 
(1.28) fi. (ri — cti) = (x2 — ct2) 
y esta igualdad interpretada físicamente significa que el desplazamiento fi  
se propaga del punto xi  al punto x2 en el intervalo de tiempo t2 — ti, con 
velocidad c. Con razonamiento análogo al anterior, se puede ver que el 
desplazamiento f2 se propaga también con velocidad c . Pero en la 
dirección negativa del eje OX. Se dice que el término fi  (x — ct) expresa 
una onda progresiva y f2 (x + ct) una onda regresiva. Es necesario notar 
que las dimensiones físicas de la constante c expresada por la fórmula 





id = 	 = LT' ML-1  
1.2.3 Propagación unidireccional de las ondas en un intervalo infinito 
Considerando el siguiente problema 
utt — c2 uxx = O, —00  
(1.28) c 	 u(x, O) = 0(x) —00  < x < 00 
ut(x, O) = ip(x) _00< x < 00  
en que tfi(x) y ip (x) son funciones, que el dominio de la solución u(x, t) 
del problema es el semíplano t > O, como se ve en la fig.02 y que sobre la 
recta t = O, se conocen la forma de 4)(x) y la velocidad i(x) iniciales de la 
onda. 
• 
X 1- ct = c2 
x — ct = c1  
O 
fig. 02. Curvas características 
Se trata por lo tanto de un problema de Cauchy de 2° orden, en que la 
frontera r es la recta t = O. Por lo que la solución general de la ecuación 
utt — C2 uxx O es 
(1.29) u(x, 
	
fi(x — ct) + f2(x + ct) 
y sus curvas características son 
x — ct = 	 x + et = c2 
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como se ve en la fig.02, dado que la recta t = O no es tangente a ninguna 
de estas curvas, se deduce que el problema (1.28) tiene una única 
solución. Para determinarla, se va a aplicar a la solución (1.28) las 
condiciones iniciales y se obtiene 
(x) + f2(x) = 4)(x) (1.30)  (x) + f2•(x) = 
Integrando la 2' ecuación y haciendo sistema con la 1a, es fácil obtener 
(1.31) Çfi
(x) = 10(x) — f Ip(x)dx + k 
f2(x) = -14)(x) + f tp(x)dx — k 
Donde k es una constante de integración. Ahora bien las fórmulas (1.31) 
determinan las funciones fi  y f2, por lo tanto, la solución del problema es 
(1.32) u(x, t) = [ 0(x — ct) + cp(x + ct)] + f:Ztt 
Es importante notar que la fórmula (1.32) es la solución clásica de la 
ecuación 
utt 
 — C2 Uxx 
con las solas hipótesis que las funciones gh(x) y lp(x) sean continuas en 
el intervalo (—co, +.0), respectivamente de clase C1  y C2. Si las funciones 
0(x) y ip(x) no cumplen con las hipótesis señaladas, la ecuación no tiene 
solución clásica. Es importante notar al respecto que cuando hay 
discontinuidades en las funciones srp(x) y l,b(x) estas no desaparecen sino 
que se propagan con velocidad c. a lo largo del eje OX en ambos sentidos. 
Ahora bien la fórmula (1.32) se conoce con el nombre de solución D" 
Alembert. 
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1.3 Problema elíptico en Ecuaciones Diferenciales Parciales 
1.3.1 Problema de Dirichlet en coordenadas rectangulares 
Como primera aplicación, se va a determinar una función armónica en 
un dominio rectangular de lados a y b conociendo los valores que ella toma 
sobre la frontera, como indica la fig.03. 
u = O 
o 	 u = (I)(x) 	 a 
fig. 03. Dominio rectangular con condiciones de contorno 
La formulación del problema es entonces 
IV u(x , y) ---- O; 	 0<x < a, O <y <b 
(1.33) 	 u(0, y) = O; u(a, y) = O O <y < b 
u(x,0) = cp(x); u(x,b) = O O < x < a 
Empleando el método de separación de variables, se tiene la solución de la 
forma 
(1.34) u(x , y) = F (x)G (y) 
la cual, reemplazada en la ecuación de Laplace, da lugar a 
F (x) G (y) + F (x) G "(y) = O 
de donde 
(1  .35 
I 
F "(x) == 	 G "b1) 
F (x) 	 G (y) 
La ecuación (1.35) es posible solamente si ambos son iguales a una 
constante, e inspeccionando las condiciones de frontera se puede deducir 
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que dicha constante tiene que ser negativa. Así, indicado por —w2 , se 
obtiene 
(1.36) 
Las ecuaciones de (1.36) tienen respectivamente las soluciones generales 
(1.37) F(x) = Asen(wx + a) G(y) = Asenh(wy + p). 
Luego, por la expresión (1.34) ,se tiene 
(1.38) u(x, y) = Csen(cox + a)senh(coy + fl) 
La solución (1.38) tiene que satisfacer la condición de frontera en x = 0, es 
decir: 
(1.39) u(0,y) = Csen(a)senh(wy + fi) = O (O <y <b) 
de donde se deduce inmediatamente a = O. Ahora, la condición de frontera 
en x = a, resulta 
u(a,y) = Csen(wa)senh(wy + fl) = O (O <y < b), 
se obtiene wa = mr, es decir: 
(1.40) la= - 	 (n = 1,2, .....). a 
En correspondencia a cada uno de los valores de (1.40) 	 se tiene la 
solución 
(1.41) un(x,y) = cns en C-2--ra x) senh el: y + fl) 	 (n = 1,2, ... . .) 
Teniendo ahora la condición de frontera en y = b 
mIT (1.42) ur,(x, b) = cnsen (-nar x) senh 	 b +) = O. 
De la igualdad (1.42) se deduce que 2-1-ar b 	 = O, es decir [3 = — 1-2--ar b y 
luego la solución (1.41) toma la forma 
(1.43) un (x, y) = cnsen(-7 x) s enh (111-ra (b — y)). 
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Notando ahora que, siendo la ecuación de Laplace lineal, se puede hacer 
una combinación lineal de las soluciones (1.43) y construir formalmente la 
serie infinita 
(1.44) u(x, = 
	 Gi s en (1-: x) senh 
	 (b 
-y)). 
Para que dicha serie resuelva el problema, tiene que cumplir con las 
condiciones de convergencia y de derivabilidad que requiere la ecuación de 
Laplace, satisfacer las condiciones de frontera y en particular para y = O 
tiene que ser 
	
i. n ( )n(1.45)r1csen7x 	 b , 	 ) 
Ahora bien, la igualdad (1.45) es la serie de Fourier de yb extendida como 
función impar en el intervalo (-a, a) y se sabe que, si dicha función y su 
derivada erp" son seccionalmente continuas, el desarrollo (1.45) es lícito y los 
coeficientes cn están expresados por 
a (1.46) en = 	 2 
	 x(x) en 	 ) dx 
	
asenh(-J-b ) u 	 a 
se puede demostrar que la serie (1.44) es la solución del problema, se 
. nota, sin embargo, que en la condición de frontera (1.45), 0(x) significa 
1 
-2 [0(x-) + 0(x+)[. 
Con respecto a este último punto, se deduce que (fi es una función continua 
en [O, a], y 0(0 = 4)(a) = O, entonces la solución (1.44) resulta continua en 
todo el dominio rectangular cerrado. 
1.4 Equilibrio entre cable y membrana 
Sea la curva Cc. Si y = y(x) es una función real y regular definida en un 
dominio I c R, la parametrízación es Cc r(x) .= (x,y(x),z(x,y(x))),Vxel. 
20 
La proyección rc de Cc sobre XOY . El versor normal n a la curva 
proyectada parametrizada por (x,y(x)) es 
1  
511 + y' 2  
La fuerza fc en un cable depende de la tracción del mismo y de su forma. De 
hecho un cable es, como ya se comentó, un elemento unidimensional capaz de 
trabajar solo a tracción, esto es, a través de esfuerzos axiales, es decir, 
tangentes en cada punto del mismo. A raíz de ello refiriéndose a la fig. 04. Si 
fc (ff,f1) define la fuerza de' reacción del cable (proyectado) y P la 
proyección a lo largo de re, de la tracción natural P a lo largo de Cc, entonces 
las ecuaciones de equilibrio que se obtiene son P"(x) + fc = O, esto es: 
) ( 1 .47 13; 1  ° (Pxy, )7  — = O 
siendo 
  





y ti el valor de la tracción natural del cable, definida por 
15  (1,y' , z,x + z) = 	
+(z,x+Vz,y)2 
de todo ello, teniendo en cuenta la relación A = fiz,x Azy se logra: 
= /3; 
F2 = (Pxy')' 
/3 = z,x.1); + z,y(PxY')' 
Siendo en este caso, fruto de la tracción Px de cable, no solo es ortogonal a la 









fc Proyección de CC en XOY : y = f (x) 	 X 
Y 
fig. 04. Fuerza (fc) de reacción del cable y P proyección a lo largo de r 
Teorema 1.1 (Relación de compatibilidad) sea S c R3 una superficie 
paramétrica por cp(x,y) = (x, y, z(x,y)), ((x,y)ED c R2 ) y con versor normal N 
y Cc c R3 una curva perteneciente 	 a S , parametrizada por 
r(x) = (x,y(x),z(x,y(x))), ((x6I c la) y con versor tangente t y la normal n. 
En estas condiciones si r es un cable para S entonces necesariamente 
(1.49) z,xx + 2z,xy y" + 2,yy y`2 = 0,Vxd. 
Demostración 
Hace falta imponer 
f t. n = O 
(n. N = O 
siendo 
t—(1, y', z,x + zy') 
—(0, y", z,xx + 2z,x yY z,y3,3(2 	 zY) 
N (z z,y , —1) 
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Esto implica que la primera ecuación del sistema (1.49) se cumple para 
cualquier valor de x en 1, mientras que la segunda se verifica si y solo si 
+ 2z,xyy' + Z,y01..2 = O 
1.5 Operador elíptico simétrico en forma de divergencia 
Sea D c R2  un dominio acotado y regular con frontera ap I", soporte de 
una curva plana. Un operador elíptico simétrico en forma de divergencia en D 
está definido por: 
(1.50) Lu = — E2a,p.i(aapu,a),p dív(A. Vu), acoe C(D) 
siendo A (an a12) , con a12 = a21. 1122 	 21. 
Teorema a 1.2. Si f se puede representar como una serie de potencias 
(desarrollo) en a, es decir, si 
00 
f (x) = Icn(x — , lx — al < R 
n=0 
fn,a, 
Por lo tanto sus coeficientes son Cn  
Demostración 
Sea f (x) = cc) + ci (x — a) + c2(x — a)2 + c3 (x — a)3 + c4(x — a)4 + • • • .... 
lx — al < R 
Al sustituir x = a, f (a) = co = 0! co, derivando f (x) se tiene: 
f'(x) = + 2c2(x — a) +3c3(x — )2 + 4c4(x — a)3 + •• • .... , — al <R 
Al sustituir x = a, r (a) = c1=1! 
f"(x) = 2c2 + 6c3(x — a) + 12c4(x — a) + ••• 	 lx — al < R 
Al sustituir x = a, f"(a) = 2c2=2! c2 
f" —(x) = 6c3 + 24c4(x — 	 + • ••• • ,ix — al <R 
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Al sustituir x = a, f" (a) = 6c3=3! c3  , si se sigue derivando y al sustituir x = a, 
fa (a) = n ... 3.4.3.2.1 cn=nl cn entonces= f n(a)  n 	 i • 
Del teorema 2.2 se tiene la serie de Taylor de la función f en a, (o bien, con 
respecto a a). 





(1.51) 	 n-O n! 	 O! 	 1!  
f 4 (a) P(a) 
 (X — a)3 — (X — a)4 + ••• 3! 	 4! 
Ix —a <R 
1.6 Aproximaciones por diferencias finitas 
El desarrollo en serie de Taylor centrado en el punto a, de una función 
y(x) es 
y(x) = 	 — a) + 	 — a)2 + 	 (x — a)3 +... oi 	 1! 	 2! 	 31 
Si se hace h = x — a, entonces para el análisis posterior es conveniente volver 
a escribir la última expresión en las dos formas alternativas 
(1.52) y (x + = 	 + 	 h + 311--`) h2 + 311- h3 + • 
Y 
(1.53) -- O! 	 1! 	 2! 	 3! 
Si h es pequeña, se puede despreciar los términos que implican a 
h4, h5, ... puesto que estos valores son despreciables. En realidad, si se ignora 
todos los términos con h2  y superiores, y resolviendo (1.52) 	 y (1.53), 
respectivamente, para y' (x) se obtienen las aproximaciones siguientes para la 
primera derivada. 
(1.54) y(x) 	 [y(x + h) — y(x)]. 
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(1.55) y'(x) 	 y(x h)]. 
Restando (1.52) y (1.53) también se obtiene: 
(1.56) y'(x) *[y(x + — y(x h)]. 
Por otro lado, se ignora los términos con h3  y superiores, entonces al sumar 
(1.52) y (1.53) se obtiene una aproximación de la segunda derivada y"(x). 
(1.57) y"(x) i; • [y(x + h) — 2y(x) + y(x — h)]. 
Los lados derechos de (1.54), (1.55), (1.56), (1.57) se llaman cocientes de 
diferencias. Las expresiones y(x + h) — y(x) , y(x) — y(x h) , y(x + h) — 
y(x 	 h) y y(x + h) — 2y(x) + y(x — h) se llaman diferencias finitas. En 
particular, y(x + — y(x) recibe el nombre de diferencia hacia adelante, 
y(x) — y(x —h) es una diferencia hacia atrás y tanto y(x + 	 y(x — h) como 
y(x + — 2y(x) + y(x — h) se llaman diferencias centrales. Los resultados que 
se presentan en (1.56) y (1.57) se llaman aproximaciones por diferencias 
centrales de las derivadas y' y y". 
1.7 Elementos de Geometría Diferencial de curvas y superficies 
Definición 1. Sea / =< a, b > eR un intervalo abierto, una curva regular de 
parámetro x en 118.3 es una aplicación regular. 
r:i 	 R3 (r(x) = (r1(x),r2(x),r3(x))) infinitamente derivable tal que 
= .\1E7.1  ii(x) O, vxd. 
r se llama parametrización de la curva. El soporte de la curva (o traza) es el 
subconjunto de R3  imagen de / a través de r y denotado por C. 
Indicando con P un punto genérico de la curva, esto es, la imagen a través de r 
de x en I (P r(x)). Cuando se quiere fijar un punto particular de la curva se 
utiliza un subíndice por el punto de la curva. 
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Definición 2. Si / = [a, b], se llama primer extremo (respectivamente segundo) 
extremo de la curva C al punto del espacio r (a) E Pa (respectivamente r(b) 
Pb ) y C es una curva cerrada r (a) = r(b). Sea x0E/ el número real dado por 
t: 	 ---> ll 
x ---> 	 111- (0)11 dO 
define la función longitud de arco y la t(x) es justamente la longitud de la curva 
entre los puntos P = r(x) y Pb. = r(x0 ), teC y siendo r regular t'(x) = 
lit(x)11 >0, (Va x b) , es decir, t es una función invertible entre / y 
J = t([a, b]). Indicando con x(t) su inversa. Si escoge t como parámetro de r, 
se obtiene: 
lit(t)II = 111.(x(t))li = 	 (x(0)11 =-- 	 x" (t)II 	 (x)II  = 1, Vtel t' (x) 
Si ilt(x)II = 1, VxE/ entonces la parametrización de r se llama natural o abscisa 
curvilínea. 
Proposición 1. Si r: I --> 110 es una curva regular, existe siempre una 
reparametrización natural de r. 
Si res una curva parametrizada por su abscisa curvilínea, se define el vector 
unitario tangente en t a la curva el siguiente: 
t(t) = r(t), vxE1 . 
Definición 3. Sea r: / R3  una curva parametrizada por su abscisa curvilínea 
t. El número k(t) = 	 II define la curvatura de r en t. 
En un punto en que k(t) 0, está bien definido un vector n(t) en la dirección 
f-(t) mediante la relación il(t) = k(t)n(t). 
n(t) se llama vector unitario normal en tar y es ortogonal a t(t). Sea el vector 
binormal a r en t 
b(t) = t(t) A n(t). 
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Definición 4.- Sea r: I ---> R3 una curva parametrizada por su abscisa curvilínea 
t tal que i(t) O, td. El número r(t) definido por b(t) = T(t)n(t) define la 
torsión de r en t, generalizando, los resultados y las definiciones dadas al caso 
en que la curva no esté necesariamente parametrizada por su abscisa natural. 
Dada una curva r su vector unitario tangente, normal y binormal están definidos 
por 
t(x) = 	 ,VtEl lit(t)11 
n(x) = 	 t } ii ,VtEl. 
b(t) = t(t) A n(t),VtEl. 
Es posible calcular la curvatura y la torsión en términos de r en un punto x. 
Más precisamente: 
k(x) = fir(t)nf'(011  
Ilt(011 3 
T(x) = ¡det[t(t),P(t),"011  
En conclusión, por cada punto P de una curva regular C c 1113 parametrizada 
por r = r(x) , es siempre posible definir una terna de vectores 
(t(x),n(x),b(t)). Que forma una base ortogonal de R3 y que sigue la curva 
punto a punto: esta base se conoce con el nombre de base móvil de la curva o 
triedro de Frenet. Escogiendo, además, de dos en dos los vectores de la base 
móvil de Frenet, se pueden definir tres distintos planos: 
[ plano osculador, el definido por los vectores t y n, 
plano normal, el definido por los vectores n y b, . 
plano rectificante, el definido por los vectores t y b. 
Los escalares que se definen (la curvatura y la torsión) tiene un preciso 
significado geométrico: k mide en cada punto la desviación de la curva r con 
respecto la recta pasante por este punto y de dirección tangente t, o bien mide 
la variación de dirección del mismo vector tangente t; r mide en cada punto la 
desviación de la curva r con respecto al plano osculador por este punto, o bien 
mide la variación de la dirección de los vectores t y n. 
lit(OAK011 
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1.8 Superficies de R3: la curvatura de Gauss 
Definición 6. Sea D un subconjunto abierto y acotado contenido en 1R2. Una 
superficie regular de parámetros (x,y) en R3 es una aplicación cp: D R3  
(9(x, y) = (101(x,  Y), 92(x, y), 93(x, Y))) infinitamente 	 derivable 	 tal 	 que 
rang(j) = 2, 





9 se llama parametrización de la superficie. El soporte de la superficie (o traza) 
es el subconjunto de R3 imagen de D a través 9 y denotado por S. Indicando 
con P un punto genérico de la superficie, esto es, la imagen a través de 9 de 
(x,y) en D(P E 9(x, y)). Dada una superficie 9 sus vectores tangentes están 
definidos por 
(T x(x,y) = 9,x,V (x,y)ED, 
1,T y(x, y) = 9,y,y (x,y)ED; 
Estos vectores definen en cada punto el plano tangente a la superficie que se 
indica con Tp(S). Multiplicando vectorialmente T x(x,y) y T y(x, y), se define el 
campo de vectores normales a la superficie: 
Tx(x,y) A Ty(X.Y)  
NOC, 
	 = 11Tx(x,y) A Ty(X.Y)II. 
Si por un lado el comportamiento de una curva de su vector tangente está bien 
definido en función de su curvatura k en cada punto, por el otro, el problema de 
cómo la superficies se "alejan" de su plano tangente es más complicado: 
Definición 6. Se llama primera forma fundamental I a aquella cuya matriz de 
representación es: 
1 = (E F) kF G).  
Siendo 
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E = 9,x• 49,x, F = 9,x• 	 G = IP,y•9,y• 
Equivalentemente, se llama segunda forma fundamental II a aquella cuya 
matriz de representación es: 
II = 	 111) kM 	 N )' 
Siendo 
L = N . 	 M = N . 9,xy , N = 
Estas dos formas contienen mucha información a cerca de la geometría de la 
superficie S c 111.3 en un entorno de un punto genérico: 
Definición 7. Sea ee-Tp(S) un versor tangente a la superficie S en el punto P. La 
curvatura normal (o simplemente curvatura) en la dirección e es el escalar 
k(e) = 	 e). 
donde 
Si(S) = feeTp(S): ilell = 11. 
La curvatura normal, siendo una función 
k:ShS) R. 
Continua y definida en un conjunto cerrado y limitado, tiene en ello un máximo 
y un mínimo. Estos dos valores reciben el nombre de curvaturas principales, y 
a las direcciones a lo largo de las cuales k toma el valor de las curvaturas 
principales se les denominan direcciones principales. Sean k1  y k2 las 
curvaturas principales, entonces: 
Definición 8. La curvatura de Gauss de una superficie S en su punto P es, 
K (P) = k1k 2 . 
La curvatura media de S es su punto P es 
H(p) 
 = ki+k2 
2 
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Para calcular explícitamente K(P) y H(P) utizando la primera y la segunda 
forma fundamental se puede utilizar las fórmulas sucesivas: 
K(P) = LN -M 2  
EN 1-GL-2FM  H(P) = 
2 (EG-F2) 
Observación 1. Recordando la desigualdad de Schwarz. Para cada vector x e 
y de Rn, vale 
ix.Yi 5 iixiiiiYii 
y vale el signo de igualdad si y solo si los dos vectores son paralelos. El 
denominador es siempre positivo. De hecho, 
EG — F2 = 119,x 11 2 119,3412 - (9,x • 9,y)2' 
Siendo cp,x y 9,3, linealmente independiente, se tiene EG — F 2 > O. A partir de 
todo ello, clasificando los puntos de una superficie en función de su curvatura 
de Gauss o media. 
Un punto PES se dice elíptico si K(P) > O. 
-Un punto PES se dice hiperbólico si K(P) < O. 
Un punto PES se dice parabólico si K(P) = O y H(P) # O. 
A partir de esto se tiene lo siguiente. 
Definición 9. Una superficie regular S se llama superficie minimal si y solo si su 
curvatura media H es idénticamente nula. 
Proposición 2. Si la gráfica de una función regular z = z(x, y) se define una 
superficie minimal S, entonces z verifica la siguiente ecuación de las superficies 
minimales (o ecuación de LaGrange). 
(1+ z,23,)z,„„ — 2z,xyzacza, + (1+ g)z,yy = O. 
Observación 2. A partir de la (Definición 9), se puede afirmar que en ,una 
superficie minimal K O. De hecho, en las superficies minimales todos los 
EG -F2 • 
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puntos son hiperbólicos o planares ya que si H = O las dos curvaturas 
principales son opuestas: k1  = —k2 (eventualmente k1  = k2 = O). 
Note, además, que los coeficientes: 
los coeficientes E, F y G de la primera forma fundamental asociada a una 
superficie 9 paramétrizada por 
9(x, y) = (x, y, z(x , y)). 





+ z 2  
Z Z 
,x 	 ,y 
z z 
1 + Z2 
es definida positiva. 
En definitiva la ecuación (1 + zDz,„, — 2z,xyz,xz + (1 + z Dz y), = O "expresa" 
una correspondencia entre la posibilidad de la primera forma fundamental I y la 
curvatura de Gauss K (no positiva) de las superficies minimales que resuelven 
la misma ecuación. 
31. 
CAPÍTULO II 
APLICACIÓN DEL PROBLEMA DIRECTO Y PROBLEMA DUAL 
2.1 Planteamiento del problema directo en estructuras de membrana 
En el problema directo se fija la forma de la membrana y se busca la 
distribución de esfuerzos que equilibren el sistema. Siendo, así, el tensor de los 
esfuerzos No la incognita del problema, se han de fijar, para la misma, las 
adecuadas condiciones de contorno. 
2.1.1 Formulación matemática y propiedades 
Sea 
r(x) = (x,y(x),z(x,y(x))) ; —a < x < a. 
La parametrización tridimensional de la curva, borde de la membrana. 
Trabajando en el plano XOY, es decir, en proyección. El vector normal n a 
la curva proyectada r parametrizada por (x,y(x)) es 
(2.1) n = 	  1 	   ( y', 1). 1+3n2 
En particular, para los bordes verticales de ecuación x = Ra , el vector 
normal es 
n = 	
(1,0),por x = a 
(-1,0),por x = —a. 
Finalmente se puede definir las condiciones de contorno: si D es el 
dominio con borde r E- acs y f(x) es la fuerza de borde, esto es, la fuerza 
por unidad de longitud repetida a lo largo•de r, entonces las condiciones 
de contorno, correspondientes al problema directo y que reflejan el 
equilibrio en el borde, se expresan como 
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(2.2) o-. n = f, Vx€1- 
Teniendo ahora todos los instrumentos necesarios para plantear el 
problema completo en el caso general, caso en que el borde está 
compuesto, en parte, por cables: 
ap E- r = rr u re 
Problema 2.1 (Problema directo). Datos: 
1).- Membrana identificada con la gráfica de una superficie z = z(x, y) con 
curvatura de Gauss negativa': 
2).-curvas y = -Ty(x) candidatas por definir el borde compuesto por 
cables Fc, obtenidas resolviendo la ecuación (1.49) ; 
3).-curvas de ecuación x = -Ta que definen el borde rígido Fr; 
4).-borde completo ap EF=fr u Fr; 
5).-distribución de la fuerza de borde rígido fr en Fr. 
Calcular: 
1).- Tensor a= Na p, y la fuerza de borde en el cable fc definida en Fc tal 
que 
/a sea un tensor de esfuerzo positivo en D, 
(V. a),, = El=1 No J3 = O, Va = 1,2, 
(2.3) 	 Nxxz,rx + 21\12,),z,xy + N yyZ,yy = O en D, • 
o-. n = fr en I' 
a. n = fc en re, 
siendo n el vector normal exterior a F. Utilizando la ecuación de equilibrio 
en términos de la ecuación de la función Airy, esto es, la ecuación: 
(2.4) H,xxz ,yy — 211,xyzacy + 	 = O. 
Y siendo z una superficie con curvatura de Gauss negativa, la segunda 
ecuación diferencial del sistema (2.3) es hiperbólica; se tiene, así, un 
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problema hiperbólico en dos incógnitas (el tensar a y el vector fc) con 
ciertas condiciones de contorno sobre a. Si se define fc el mismo sistema 
(2.2) sería un problema hiperbólico, en general, no resoluble (véase el 
Ejemplo 1). 
Ejemplo 1.- Considérese la superficie z = —A2x4 + 6B2y 2 ( A y B 
constantes), la curva (candidata a cable) y = A2,  x2 y los esfuerzos 28- 
A2 Nxx = 1, Nxy = O y Nyy = 772- C 2 
La superficie z y la curva verifican la relación de compatibilidad (1.49) 
Z,xx 2Z,xyY- 4" Z,yyY-2 = O. 
Teniéndose que cumplir (7.n = fc (fuerza por unidad de longitud a lo largo 
del cable), se tiene 




Si y = y(x) es un cable, ha de existir una función Px (que es la tracción en 
el cable) tal que valga el sistema (1.47): 
= O, 
t(PxY'r — f2c  = O. 
Se tiene, entonces 
A2 
o 




-3A4 y2 A2 y2 
284 - 	 B2 - 
Es decir, —3A2 = 2B2  que es una ecuación no resoluble. Antes de 
dedicarse a eventuales soluciones, es nuestra intención evidenciar ciertas 
singularidades del problema directo. Tales "anomalías" se saben, sobre 
todo, al tipo de ecuación diferencial, esto es, una ecuación de'tipo 
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hiperbólico cuyo problema de contacto asociado no está, en general, bien 
planteado. Se muestra con el siguiente ejemplo: 
Ejemplo 2.- Así como se ha mostrado en la fig.5, fijando la membrana se 
tiene la forma de la "silla de montar" de ecuación: 
z(x, y) = —x2  + y2 + az ; 
y, para el dominio plano que define el borde rígido, el subconjunto de 1[82 
í TC IT\ 
R = (—a, a) x (—b,b) = ( —n'Ir) x 
 
fig. 05. Fija la forma de la membrana (silla de montar) 
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Reconsiderando las ecuaciones de equilibrio en función del tensor 
Nxx,x + Nxy,y ----- O 
(2.5)  
NyyZyy 2Nxyz,„), + Nxxz,x„ = O 
Derivando, la primera con respecto a x, la segunda con respecto a y, y 
restando término a término: 
xx,XX Nyy,yy = O, en R 
Nxx = Nyy en R. 
Definiendo, simplemente por comodidad de nomenclatura, co(x,y) = 
Nx,(x, y), se tiene: 
í
Nxx = Nyy = D en R 
(1.) — w,y = O en R. ,xx 	 y 
Imponiendo, ahora, la ecuación sobre rígido. Sean n y fr respectivamente 
el vector exterior a OR = r = V' y la fuerza por unidad de longitud aplicada 
en la misma frontera (para facilitar la lectura hay que evitar el superíndice 
r de la fuerza fr , esto es, la fuerza de borde de f), Debido a la simetría 
del dominio y de la superficie; escogiendo una distribución para f que se 
equilibre en r, esto es, igual en valor y dirección y puesta en sentido, en 
cada par de puntos simétricos del borde. Se obtienen, así, las siguientes 
descomposiciones para n y f (fig.06): 
ny = (1,0), normal exterior en x --= 
nY_ = (-1,0), normal exterior en x = -7T, 
(2.6) 	 lr = (0,1),normal exterior en y = 
nh = (0, —1), normal exterior en y = —, 
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/1 1  f-17  
fi (x) 
f2v  CY) 
?V.'. 4  
fig. 06. Distribución de fuerzas f en un dominio rectangular 
If-f-v = (fiv (Y), f2v  (Y)), componente de f en x = n., 
f-v = (— fiv (Y), — fi (Y)), componente de f en x = -7t, 
	
(2' 7) 	 f.41  .' = (fli (x), f2h (x)), componente de f en y = 
 
	 7-E , 
2 
h = (__ fih I f , ___ J -f(  x)), componente de f en y = — 71 , 2 
siendo fah y 1": funciones arbitrarias y conocidas. Con estos datos, la 
condición de borde (2.2) que expresa el equilibrio se escribe corno: 
Nxx 





= f(x) en y = 7-1-2 y N yy = f(  x) en y = --T 
El primer problema que se tiene es que las relaciones escritas son 
insuficientes para definir en "todo el borde r " las condiciones de frontera 
sobre la incógnita tú, de aquí la imposibilidad de definir correctamente el 
problema completo de contorno. De todas formas, obviando esta dificultad 
y fijando, por ejemplo, w = c (c constante) en r, se tiene que resolver 
(2.8) w,xx — wyy = O en R (4.) = c en 1'. 
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La función w(x, y) = c resuelve el sistema pero la unicidad no está 
garantizada, ya que la familia de funciones wk (x, = c + senkx cosky, 
siendo k cualquier número natural, sigue resolviendo. Observando que el 
sistema (2.8) define un problema hiperbólico con condición de Dirichlet, 
esto es, un típico ejemplo de problema, en general, mal definido en teoría 
de ecuaciones diferenciales. Para confirmar aún más la presencia de 
singularidades en el problema directo, se estudia a través del método de 
Airy. Siendo z una superficie con curvatura de Gauss negativa, la 
correspondiente ecuación (2.4) es hiperbólica. Además, las curvas 
características 
ylx) = —z'xy  -T Vz,ly —z,xx z,yy  
,YY 
Esta ecuación equivale a la relación (1.49), esto es, los eventuales cables 
coinciden con las curvas características de la ecuación. Teniendo así un 
problema hiperbólico con condiciones de bordes definidos sobre curvas 
características; en conformidad con la ecuación (1.13), tal problema está, 
en general, mal puesto. En la mayoría de casos el problema directo no 
está bien definido a lo largo de los cables, siendo estas curvas 
características de la ecuación diferencial correspondiente. 
2.1.2 Ejemplos de problema directo mediante la utilización de la 
fórmula de d'Alembert 
A continuación se considera dos ejemplos definidos en un dominio 
rectangular (borde totalmente rígido) en los que se aplica, para su 
resolución, la fórmula de d'Alembert y el siguiente. 
Teorema 2.1.- Sea D un dominio convexo y regular de la2. Si F = F (x, y) y 
g = g(t) son dos funciones reales y regulares de N 2 y R respectivamente 
y tales que F(x, y) = g(ax + by + c) y F(x, y) = F (—x, y) = g(—ax + by + 




1 	 1 
u = 	 (b, a) y v = 	 (b,a), 
V a2 + b2 	 V a2 + b2 
Dos vectores de R2. Se calcula las derivadas direccionales de F a lo largo 
de u y v. Siendo F (x , y) = g (ax + by + c) y F(x,y)= F(—x,y)= g(—ax + 
by+ c) (o bien F(x,y)= F(x,—y)= g(ax — by + c)), se tiene 
1g'ab — g'ba 
F=VF.0 = ,u   =0 
V a2 + b2 
—g'ab + g'ba 
F = ,i, 	 VF •v=   =0 V ct 2 + h2 
fig. 07. Silla de montar (forma de la membrana) 
u y y son vectores independientes, así que, para cada dirección co, existen 
dos constantes A, y Á.2 tales que co = Aiu + 1.2v; de ellos se deduce que 
F,a) = 	 +22F = 0, 
Finalmente, siendo D convexo sigue que F = c . te en D. 
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Ejemplo 2.2.- Así como se ha mostrado en la fig.07 fijando para la 
membrana la forma de la "silla de montar" de ecuación 
z(x, = —x2 + c2y2 a2; cER,  
y, para el dominio plano que define el borde rígido, el subconjunto de R2 
R = (—a, a) x (—b, b) 
operando en las ecuaciones de equilibrio, se obtiene: 
{Ny"), — C 2 N 	 = en R xx,xx O,  
Nxx = c2 Nyy en R. 
Definiendo, simplemente por comodidad de nomenclatura, to(x,y) = 
Nyy(x, y), se tiene: 
Nxx = c2Nyy = c2co en R 
= c2 á) en R. ,xx 
Imponiendo, ahora, la ecuación sobre rígido. Sean n y f (evitando, igual 
que antes, el superíndice r) respectivamente el vector exterior a r y la 
fuerza por unidad de longitud aplicada en la misma frontera. Debido a la 
simetría del dominio y de la superficie, escogiendo una distribución para f 
que se equilibre en r, esto es, igual en valor y dirección y puestá en 
sentido, en cada par de puntos simétricos del borde. Se obtienen, así, las 
siguientes descomposiciones para ny f (fig.06): 
ny = (1,0), normal exterior en x = a, 
(2 	 = (-1,0), normal exterior en x = —a, .9)  
= (0,1), normal exterior en y = b, 
= (0, —1), normal exterior en y = —b, 
Y 
{ 	 f.: = (fiv (Y), f2v (Y)),  componente de f en x = a, 
rm 	 fly = ( — fi v (Y), —12v (Y)),  componente de f en x = —a, (2. 4 i u) 
	
h 	 h 	 h fi_ -•-•--, (fi (X), f2 (x)), componente de f en y = b, ' 
r = (-fp(x),_f2h(x)), componente de f en y = —b, 
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siendo fah y fav funciones arbitrarias y conocidas. Con estos datos, la 
condición de borde (2.2) que expresa el equilibrio se escribe como: 
Nxx = (Y) en x = -Ta y 151,3, = f2v (y) en x = 1-1- a y Nxy = (y) en y = 
7-b y Nyy =  (Y) en y = T-b. 
El problema de equilibrio completo es, entonces 




 ( T- a, y) = f2v (y), 
Nxy (x, T- b ) = fih(x). 
Imponiendo, además, continuidad en las esquinas al esfuerzo N 
	 se 
tiene 
f2v 	 = 
Con el objetivo de utilizar la fórmula (1.32), considerando este otro 
problema 
{ 
co y), = c2co en R 
(2.12) w(x, -1-b) = f2h(x), • 
w (x
' 
 Tb) = 8(x). 
,Y  
Utilizando el cambio de variable z = y + b, se tiene 
f wa,y(x,z) = c2 w,xx (x,z) en 1-¿ = (—a, a) x (0,2b) 
co(x, O) = w(x, 2b) = f2h(x), 
(x, O) = w,y(x, 2b) = 8(x). 
cuya única solución (debido a la formula de d'Alembert) es 
1 	 1  rcz 
	
co(x,z) = —2 [f2h(x — cz) + f2h (x + cz)] + — 	 8 (s)ds. 2c x,
o bien, en términos de x e y 
1 	 1 f x+cyi-cb 
	
(.0(x, y) = —2 V2h(x — cy — cb) + f2h (x + cy + cb)] + 	 8(s)d.' x_cy+cb 
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Con referencia al Teorema 2.1, necesariamente se cumple que w(x, y) = 
c. te, esto es Nyy c. te, 	 = c.te,y Nxy = O. Escogiendo, por ejemplo, 
f(x) = c1  (constante positiva) y 8(x) = O, la solución en esfuerzos en 
todo R es, 
1
Nxx = c2 ci V(x,y)e R, 
Nyy = c1 V(x,y)E R, 
Nxy = Nyx = O v(x,y)e R. 
2.2 Planteamiento del problema dual en estructuras de membrana 
En el problema dual se fija la distribución de esfuerzos y se busca la forma de 
membrana que equilibre el sistema. Siendo, así, la superficie z la incognita del 
problema, se han de fijar, para la misma, las adecuadas condiciones de 
contorno. 
2.2.1 Formulación matemática y propiedades 
Como para el problema directo, analizando este problema en el caso 
general, esto es, suponiendo que el borde esté formado, en parte, por 
cables; considerando un dominio 
D = t(x, y)c1a2 /—a x a; —y(x) 5. y y(x)}, 
con frontera aD E:- r = rr u rc, siendo rr = {(x,y)e1182tal que x = T-a; —b 
y 5_ b} y Fc = t(x,y)eR2tal que — a x 5_ a; y = 71-y(x)), con a y b 
números reales e y = y(x) función real, par, regular, convexa y definida en 
[—a, a] talque Ty(—a) = T-y(a) = T-b. 
Problema dual: método de resolución 
Sean los datos 
I).- Esfuerzos de membrana N 1, Nxy y Nyy , tales que verifiquen el 




(V. 0-)a = Z Nap,p = O, Va = 1,2, 
P=1 
N xx > O (o bien Nyy > O) y NXXNyy ". 1V), > O. 
2).- curvas y = -4-7y(x) candidatas por definir el borde compuesto por cables 
(U), obtenidas resolviendo el sistema (1.47); 
3).-curvas de ecuación x = Ta que definen el borde rígido (U); 
4).-borde completo a D s r  = r r u r c ;  
5).-valor de la membrana en el borde rígido I', definido asignando una 
función regular g en Fr. 
Calcular 
1.- Superficie z = z(x, y) definida en D y función h = h(x) definida en rc tal 
que 
1—div(a.Vz) = O en D, 
(2.13) 	 z=genrr, 	 . 
z = h en rc 
Siendo el tensor a definido positivo, la ecuación diferencial del sistema 
(2.13) es elíptica y en forma de divergencia; de ecuación (1.50). Se tiene, 
así, un problema elíptico en dos incógnitas (la función g y la función h) con 
condiciones de contorno. 
2.2.2 Ecuación diferencial parcial elíptica con condiciones de contorno 
en un dominio rectangular 
La ecuación diferencial parcial elíptica que se estudiará es la ecuación 
de Poisson. 
a2u a2u (2.14) V 2u(x, y) E 	 + —2  = f (x, y) ax ay 
En R= ((x, y)/ a <x <b, c <y < d} , con u(x,y) = g(x, y) para (x, y) E S, 
donde S denota la frontera de R. Para este análisis, suponiendo que tanto f 
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como y son continuas en sus dominios y que se garantice una solución 
única. El método usado es una adaptación de la técnica de diferencias 
finitas para problemas con valor en frontera, que se explicó en (1.54). El 
primer paso consiste en seleccionar los n m y en definir los tamaños de 
pasos h b= n-a y k = 	 . La división del intervalo [a, b] en n partes iguales 
de ancho h, y del intervalo [c, d] en m partes iguales de ancho k. Una 
cuadrícula en el rectángulo R al trazar líneas verticales y horizontales a 
través de los puntos con coordenadas (xi, yi), donde 
x i = a + íh, para cada 1 = 0,1,2, ............, n. 
= c + jk, para cada ] = 0,1,2, ............ , m. 
Las líneas x = x i y y = yi son líneas de cuadrícula, y sus intersecciones son 
los puntos de red del interior de la cuadrícula (x i,yi) con 
= 1,2, ............, n —1., y con ] = 1,2, ............ , m 	 1. utilizando la serie de 
Taylor en la variable x alrededor de xi  para generar la fórmula de las 
diferencias centrales. 
a 2u(xby (2.15) 	 j) 	 u(xi+DY j)-2a(xtyi)+1.t(xt-DYi) 	 h2 a4 (by i) a x2 	 — 	 h2 	 12 	 ax4 
Donde 	 yj+1). También usando la serie de Taylor en la variable y 
alrededor de yi  para generar la fórmula de las diferencias centrales. 
	
a 212(xbyi) 
	 u(xi,Yj+1)-2u(xi,yi)+u(xt,39-1) 	 k 2 a4u(xi,77j) (2.16)  ay2 	 k2 	 12 ax 4  
Donde rije(xi_i, Yi+i)- 
El uso de las fórmulas (2.15) y (2.16) en la ecuación (2.14) que permite 
expresar la ecuación de Poisson en los puntos (x i,yi) como. 
u(x i", yi ) — 2u(x 1,yi) + 	 u(xi, yi+i) - 2u(xi, yi) + u(xi, 
h2 	 k2 
h2 	 yi) k2 "(xi , 
	
= f(xt' Y-1) -4- 12 	 ax4 	 ±12 	 ax4 
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Para toda i = 1,2, ... 	 ,n — 1., y con j = 1,2, ... 	 , m — 1., y las 
condiciones de frontera como 
u(x0,30=g(xo,n) Y u(xn,Yi) = .9(xn,Yi), para cada j 
= 0,1,2, ... 	 , m 
u(xi, yo) = g(xi, yo) y u(xi, Ym) = 9(xi, Ym) , para cada i 
= 1,2, ............,n — 1 
En la forma de la ecuación de diferencias, esto da como resultado el 
método de las diferencias centrales con un error local de truncamiento del 
orden 0(h2 + k2) 
, 	 h (2.17) 	 2 [1 'V ek- Wi 	 (Wi+i 	 wi_13) ( 27) (w , +1 
—h2 f(xi,yi) 
para toda 	 = 1,2, ............, — 1., y j = 1,2, ............,m — 1 y 
woi = g(xo, yi) y wnj  = g(xn, yi) , para cada j = 0,1,2, ... 	 , m 
(2.18) 	 w1,0 = g(x1,y0) y wi,m = g(xi,y,,,),para cada 1= 1,2, ... 	 , n — 
1 
Donde wi j aproxima u(xi,n) . La ecuación común en (3.18) contiene 
aproximaciones a u(x,y) en los puntos u(xi __ D yl), 	 u(xt+D yi), 
u(xi,yi_i) y u(xi , yi+i). Al reproducir la parte de la cuadrícula donde estos 
puntos están situados, se observa que cada ecuación contiene 
aproximaciones en una región en forma de estrella alrededor de (xi,yi). Si 
se utiliza la información de las condiciones de frontera (2.18), siempre que 
sea conveniente en el sistema dado por (2.17), es decir, en todos los puntos 
(xi,yi) adyacentes al punto de red de la frontera, se tiene un sistema lineal 
(n — 1)(m — 1)x(n — 1)(m-1) con aproximaciones "1  a u(xíg yi) en el 
interior de los puntos de red. El sistema lineal que contiene estas incógnitas 
se expresa más eficientemente en cálculos matriciales si se introduce un 
remarcaje de los puntos interiores de la red. Un sistema de marcaje de 
estos puntos consiste en utilizar pi  = 	 yi) y vv1 = w11 , donde 1= í+ 
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— 1 — j)(n — 1) , 	 para 	 toda 	 = 1,2, ............, n — 1. , 	 y 	 con 
j = 1,2, ............, m — 1. Y así se marcan consecutivamente los puntos de la 
red de izquierda a derecha y de arriba a abajo. 
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CAPÍTULO III 
IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL CON EL SOFWARE CIENTÍFICO 
MATHEMATICA 6.0 
3.1 Ecuación diferencial parcial elíptica 
La ecuación diferencial parcial elíptica, con condiciones de contorno, de 




" Nxx 	 a;c2 +Nyy 	 avy2 =O, a<x<b, 	 c <y<d 
u(x, c) = f (x), a <x <b 
u(x, d) = g(x), a < x < b 
u(a, = p(y), c <y < d 
u(b, y) = «y), c < y < d 
Siendo Nxx , N yy constantes Nxy = 0; en R = t(x, y)/ a <x <b, c <y < d}, con 
u(x, y) = g (x, y) para (x, y) e S, donde S denota la frontera de R. Para este 
análisis, suponiendo que tanto f como g son continuas en sus dominios y que 
se garantice una solución única. El método usado es una adaptación de la 
técnica de diferencias finitas para problemas con valor en frontera, que se 
explica en (1.54). El primer paso consiste en seleccionar los nym, y en definir 
los tamaños de pasos h = 12-1-`--; y k = 	 La división del intervalo [a, b] en n 
partes iguales de ancho h, y del intervalo [c, d] en m partes iguales de ancho k. 
Una cuadrícula en el rectángulo R al trazar líneas verticales y horizontales a 
través de los puntos con coordenadas (xi ,y j ), donde 
= a + ih, para cada í = 0,1,2.............,n. 
y j = c + jk, para cada./ = 0,1,2, ............, m. 
Las líneas x = xi y y = yi  son líneas de cuadrícula, y sus intersecciones, son 
los puntos de red del interior de la cuadrícula (x i ,y1) con í = 1,2, ........., n — 1, y 
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con j = 1,2, ............ , m — 1 utilizando la serie de Taylor en la variable x 
alrededor de x i  para generar la fórmula de las diferencias centrales. 
a 2u(x1,yi) 	 u(x1+1,yi)-27.1(xiyi)+u(xi_Dy.t) 	 h2 0411(l1yi) 
ax 2 	 h2 	 12 3x4  
Donde 1-ie(xi_11 	 . También usando la serie de Taylor en la variable y 
alrededor de yi  para generar la fórmula de las diferencias centrales. 
a 2u(xbyi) 	 u(x1,y1+1)-24roi)-1-u(xiyi_i) 	 k 2 43411(x1,71j) 	
-(3) 
	 ay2 	 h2 	 12 ax 4  
donde nie(xj_i, yi"). El uso de las fórmulas (2) y (3) en la ecuación (1) nos 
permite expresar la ecuación de Poisson en los puntos (x i , y]) como. 
u(xi4.1, yi) — 2u(xi, yi) + 	 yi) 
Nxx [ h2 
u(xi , yi+i) 	 yí) + 
Nyy [ k2 
Nxxh2 	 yi) Nyyk 2 a 4u(xidii ) 
12 	 ax 4 + 12 	 ax4  
Para toda i = 1,2, ... 	 n — . , y con j = 1,2, 	 , m — 1. , y las 
condiciones de frontera como 
u(xo, yi) = p(xo, yi) y u(xn,yi) = q(xn,yi) ,para cada j = 0,1,2, ............,m 
u(xi, yo) = f(x1,y0) y u(xi,y„,) = g(xi,y,z) ,para cada í = 1,2.............,n — 1 
En la forma de la ecuación de diferencias, esto da como resultado el método de 
las diferencias centrales con un error local de truncamiento del orden 0(h2 + 
k2) 
h 







para toda i = 1,2.............,n — 1., y j = 1,2.............,m — 1 y 
woJ = p(x.o,y;) y wn = g(xn,yi) ,para cada j = 0,1,2.............,m 
W1,0 = f(x,yo) yWim = q(xi,y„,) ,para cada í = 1,2, ... 	 , — 1 ......... (5) 
. (2) 
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Donde wi j aproxima u(xi , yi) . La ecuación común en (4) contiene 
aproximaciones a u(x,y) en los puntos u(x i _ D yi), 	 u(xi„,yi ) , 
u(xi ,yi _i ) y u(xi , 39"). Al reproducir la parte de la cuadrícula donde estos 
puntos están situados, se observa que cada ecuación contiene aproximaciones 
en una región en forma de estrella alrededor de (xi ,yi ) . Utilizando la 
información de las condiciones de frontera (5) siempre que sea conveniente en 
el sistema dado por (4), es decir, en todos los puntos (xi , yj) adyacentes al 
punto de red de la frontera, se tiene un sistema lineal (n — 1)(m — 1)x(n — 
1)(m-1) cuyas aproximaciones son wi j a u(xi ,yi ) en el interior de los puntos 
de red. El sistema lineal que contiene estas incógnitas se expresa más 
eficientemente en cálculos matriciales si se introduce un remarcaje de los 
puntos interiores de la red. Un sistema de marcaje de estos puntos consiste en 
utilizar pi =(x,yi) y w1 = wid , donde / = í + (m — 1 — j)(n — 1) , para toda 
= 1,2, ............,n — t, y con j = 1,2, ............,m — 1. Y así se marcan 
consecutivamente los puntos de la red de izquierda a derecha y de arriba a 
abajo. 
3.2 Programa para resolver la ecuación diferencial por métodos 
numéricos 
La ecuación que se resolverá es 
a2u(x,y) 	 a2u(x,y) 
Nx 	 2 	 + N 	 ay2 
—O, a < x < b, 	 c < y < d 
ax 	 YY  
f(x), a < x < b 
u(x, d) = g(x), a < x < b 
u(a,y) = p(y), c < y < d 
u(b, = q(y), c < y < d 
Se tiene que ingresar los datos que aparecen con signo de pregunta (?), donde 
u es la solución analítica. 
n =?;m =?; a =7 ; b =? ;c =?; d =? ; N =? ; Nyy  =? ; f =? ; g =?; p =? ; q =? ;u = 
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= d c ;xo  
1 = i + 	 - 1 - j)(n -1); 
aa = Table[wid [t] = 	 [t], ti, 1, n - 1),{j, 1,m - 1)1; 
qq = Sort[Flatten[aa]l; 
eqns = Table [2 (Nx„ + N yy ( ic.)2)Wi1[ t] NXX(Wi+1,i[t1 	 j[ti) 
\ 2 
Nyy 	 (Wij—l[t] W+1[t]) ==. °/."[t] 	 Wi[t], ti, 
1,n - 1},{ j , 1,m - 11; 
aa = Table[wi [t] = f / . xi  -› a + ik, {j , 0,0), {1, 1,n - 111; 
bb = Table[wi [t] = g /. xi  -› a + ik, , rn), {i, 1,n - 11]; 
cc = Table[wi jEt1 = p /. 	 c + jh, (i, 0,0), , 1, m)]; 
dd = Table[wi [t] = q / yi -› c + jh,{1,n,n), , 1,m}]; 
AA = Flatten[eqns]; 
BB = Solve[AA, qq]fiN 
CC = Platten [B13]; 
RR = CC tr-1)(1n2 -1)+111; 
W(n-1)(m-1)+1[t]  - u 
Error = Abs[ 	 2 	 RR U 
EE = Table[wi j [t] = [t]/. CC, {i, 1,n - 1), tj, 1,m - 1)1, 
h = ListInterpolation[EE, [fa, b), {c, c/j), InterpolationOrder -› 2]; 
Plot3D[h[x, yl, {x , a, b), {y , c, d)) 
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3.3 Resultado de la solución aproximada, calculada con el mathematica 
6.0 
í4 
0 2u(x, y) a 2u(x, y) 
	 + 	
dY 
„ 	 0, 	 -5 <x < 5, 	 -2 <y < 2 
a x2 	 2 
(x, 2) = 20 
y2 
u(-5, y) = -5- - 2 < y < 2 
y2 
u(5, = —5 , - 2 < y < 2 
In[1] := n = 10;m = 4; a = -5;b = 5; c = -2; d = 2; N = 4;N = 1;f = 
41-xi 2 41-x12 	 Yj2 Yj2 	 25-x2+4y2 . 
20 ; g = 	 ,p = 	 ; q = 	 ;u = 20 	 5 	 5 	 20 
x = O; y = 0; k = 	 ; h = 	 ,x0 = a; xn = b; yo = c; ym = d; 7n 
= 1 + (M — 1 j)(n - 1); 
aa = Table[wid [ti = 	 [t], {i, 1,n 1},{j, 1,m - 1)]; 
qq = Sort[Flatten[aa]]; 
2 
eqns = Table [2 (N„„ +N 	 )wij [t] - N(w14.1,i [t] + wi _ zi [t]) 
Nyy 	 Iti Wi J4.1 [t1) == 0/. Wii [t] -› 14// 	 {i, 1,n - 1),{j, 1, - 1) 
aa = Table[wu [t] = f/.xi ---> a + ik, O ,0), (i, 1,n - 1)]; 
bb = Table[wid[t] = g / xi 	 a + ik,{j, in}, (i, 1,n 111; 
cc = Table[wi j[t] = p/, y]  -> c + jh, V, 0,0), tj , 1, mg 
dd = Table[wi,j[t] = q / yi -> e + jh, fi, n, n}, 9, 1, m)1; 
AA = Flattenreqns1; 
Print["La solución aproximada de u(x, y) denotada por los wi son"];BB = 
Solve[AA, qq]//N 
-9C 2 + 41 
u(x, -2) = 	 20 , 5 < x < 5 
-x2 + 41 
-5 < x < 5 
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Resultados 
La solución aproximada de u(x, y) denotada por los wi son: 
Out[2] (twi[t] -› 0.6454209880189035, w2 [t] 0.9898000818258026, 
w3[t] --> 1.2316258694943256, w,dt] -4 1.3681086227315, 
w5 [t]  -> 1.430912345126213, w6  [t] -4 1.3882584315834532, 
w7[t] -> 1.2427965979299602, w8[t] -> 0.9958363359338088, 
w9  [t] --> 0.6480891342791697, wio  [t] -> 0.4450095528858243, 
w11[tj -> 0.7898133882051089m/121t] -> 1.0346238767140468, 
w13 [t} -> 1.1809333688328454, w14  [ti 1.2336552340023164, 
w15[t} -> 1.1877485436098392, w16  [ti --> 1.041586909230555, 
-> 0.7948204305015683, w18 [t] -> 0.44754599905646125, 
w19[t] -4 0.6454209880189035, w20 [t] --> 0.9898000818258026, 
w21[ti -4 1.2316258694943256, w22  [t] -> 1.3681086227315, 
w23[t] --> 1.430912345126213, vtizáti -4 1.3882584315834532, 
w251t1 -> 12427965979299602, w26  [ti -> 0.9958363359338088, 
w27[t] --> 0.6480891342791697)) 
3.4 Resultado del error relativo en el punto O = (O, O) entre la solución 
aproximada y analítica, calculada con el mathematica 6.0 
4 a2u(x1Y) a2u(")  + 	 = O, 	 -5 < x < 5, 	 -2 <y < 2 
ax2 	 ay2 
-x2 +41 
	
20 	 , 5 < x < 5 
-x2 + 41 
u(x, 2) = 	  20 
y2 
- 2 < y < 2 
u(5, y) = 	 - 2 < y < 2 
-x2+4y2+25  
Se fija la solución analítica u(x, y) = 20 
-5 < x < 5 
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In[3] := n = 10;m = 4; a = -5;b = 5; c = -2; d = 2;N„„ = 4; N = 1; f 
41-X(2 	 41-X12 	 Y j2 	 Y j2 	 25-x2-1-4y2 
; g = 	 ,p= 5 ;q= 5  20 	 20 	 20 
x = 0;y = 0; k = d-c b-a ; h = — , xo = a; xn = b; yo = c; yni = d; 
1 =  
aa = Table[wii [t] = [t], ti, 1, n - 11, a 1, m - 111; 
qq = Sort[Flatten[aan 
2 








Wij+1[t1) =:= 01.W j[t] WInti, 1,n - 1},{j, 1,m - 1) 
aa = Table[wid [t] = f / . xi a + 	 - 111; 
bb = Table[wti [t] = g / . x -› a + ik, tj , m, 	 ti, 1,n - 11; 
cc = Table[ww[t] = pl.yi -› c + jh, ti, 0,01, 9, 1, mi]; 
dd = Table[wt j [t] = q / 	 -› c + jh, {1, n, n), fj , 1,m)]; 
AA = Flatten[eqns]; 
BB = Solve[AA, qq1//N; 
CC = Flatten[BB]; 
RR = CC [Un-1)(71)+111; 
w(n-i)(m-1)+11t1-it 
Error = Abs[ 	 2 	 RR. 




' 	 en el punto (0; 0) es: I; 
Resultado 






en el punto (0; 0) es: 
20 
Out[4] := 0.013075812798146914. 
3.5 Resultado gráfico de la solución aproximada calculada con el 
mathematica 6.0 
	
4 a2 u(x, 	 a2u(x'  + 	 = o, 	 —5 < x < 5, 	 —2 < y < 2 
	
aX2 	 ay2 
—x2 + 41 
20 	 ' 5 < x < 5 
—x2 + 41 
	
u(x, 2) = 	  20 
— 2 < y < 2 
u(5, y) = 	 — 2 < y < 2 
In[5]•:= n = 10;m = 4; a = —5; b = 5; c = —2; d = 2; N = 4;N = 1; f = 
41 -Xi2 	 41 -Xt2 	 Y j2 	 Y j2 	 25-x 2+4y2 . 
; 9 -= 	 ;p= 	 ;q= ;u= 20 	 20 	 5 	 5 	 20 	 ' 
x = 0;y = 0; k = b: ; h = ` - --c ; x0 = a; xi, = b; yo = c; yn, = d; m 
1 = i. + (m - 1 - j) (n - 1); 
aa = Table[wi,i [t.] = wi [t], {i, 1,n — 1),{j, 1,m — 111; 
qq = Sort[Flatten[aan 
eqns = Table {2 (N + Nyy (192)wi tt] - N(wi+ti [t] + wi _id tt]) — 
2 
Nyy (7) (Wij-l[t] Wi,j+1[tn 	 Ola Wi itl 
	
14,1 [t), [1:, 	 1),{j, 1,m 
aa = Table[ww [t] = f / x -> a + ik, {j, 0,0}, tí , 1,n - 11; 
bb = Table[wii[t] = g / .xi  -> a + 1k, m, m, tí,1, n - 111; 
cc = Table[wid[t] = p 	 c + jh, ti, 0,0}, , 1, mil; 
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dd = Table[wii[t] = ql. yi  -› c + jh, {i,n,n},{j , 1, rn}]; 
AA = Flatten[eqns]; 
BB = Solve[AA, qq1//N; 
CC = Flatten[Bn 
RR = CC [Un-1)(71)+111; 
W(n-1)(m-1)+1[t]  - U 
Error = Abs[ 	 2  
EE = Table[wi [ti = wi [t]/. CC, {i, 1,n — 1}, f j , 1,m — 1}]; 
h = ListInterpolation[EE, {{a, b}, {c, d}}, InterpolationOrder —› 2]; 
Print["La gráfica de la solución aproximada de u(x,y) denotada por los wies: "1; 
Plot3D[h[x, y], [x, a, b} , [y, c, d}] 
Resultado 
La gráfica de la solución aproximada de u(x, Menotada por los wi es: 
Out[6] :=. 
3 
fig.08. Gráfica de las soluciones aproximadas w, í = 1; 9 
u 
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3.6 Resultado gráfico entre la solución aproximada y analítica calculada 
con el mathematica 6.0 
	









' 5 < x < 5  
—x2 + 41 
u(x, 2) = 20 
u(-5, y) 4, — 2 < y < 2 
=1, — 2 < y < 2 
—5 < x < 5 
—2 <y< 2 
-x2+4y2 +25 
Se fija la solución analítica z(x, y) = 20 
In[7] := n = 10;m = 4; a = —5; b = 5; c = —2; d = 2; N„ = 4;N = 1;f = 
	 • = 
	
41-x12 p 	 yj2 	 u  = 25-X21-4y2. 
9 20 	 20 	 5 	 5 	 20 
x = 0;y = 0;k b a = 	 ;h= 	 ; x0 = a; xn = b; yo = c; yn, = d; 
	
71 	 7ri 
1 	 (n1 1 - j)(n - 1); 
aa = Table[wid [t] = 	 [t], {i, 1,n — 1},{j, 1,m — 1)1; 
qq = Sort[Flatten[aa]]; 
2 
eqns = Table t2 (N + N yy 	 )Wijíti NXX(Wi4-1,i1t1 Wi-1,i[ t1) 
Nyy (17)2 
	 [ti + Wij+1 [ti) =-= 0/. 14.7t, [ t] -› Mi/ 	 {i, 1, n - 1), 9, 1, m — 11; 
aa = Table[wiá [t] = f / xi  -> a + ík, , O ,0), tí, 1, n - 111; 
bb = Table[wiá [t] = g / x --> a + ik, , m, 	 tí, 1,n - 1)1; 
cc = Table[wid[t] = p/ .39 --> c + jh, tí, 0,0}, {j , 1, m}]; 
dd = Table[wid [t] = q / yi --> c + jh, ti, n, n),{j, 1,m}}; 
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AA = Flatten[eqns]; 
BB = Solve[AA, qq]//N; 
CC = Flatten[BB]; 
RR = CC [r-1)(71)+111; 
W(n-1)(7fl-1)+1  Eti - u 
Error = Abs[ 	 2 
EE = Table[wid [t] = u,/ [t]/. CC, {i, 1, - 1}, {j, 1,m - 1}1; 
h = ListInterpolation[EE, t{a, 	 {c, d}}, InterpolationOrder -› 21; 
MM = Plot3D[h[x, y], fx, a, b}, {y, c, d}, PlotStyle -› Opacity[0.9], Mesh 
None, PlotLabel -› "Gráfica: Solución Aproximada"]; 
TT = P1ot3D[25-x2+4y2 , fx, -5,5}, {y, -2,2}, PlotStyle -› Opacity[0.9], Mesh -› 20 
None, PlotLabel -› "z = 25-x24-4y2"]; 20 
PrintrLas gráficas de la solución aproximada de u(x, y) denotada por los wi y z 
25 - x2 +4y2  
20 	  son: "1; 
List[MM, TT]. 
Resultado 
Las gráficas de la solución aproximada de u(x, Menotada por los wi y 
25-x2 +4y2 Z = 	  son 20 
Out[8] 
:So liciónYlmérica 
0 	 5 	 5 
fig.09. Gráfica de la solución aproximada 	 fig. 10. Gráfica real de z (silla de montar) 
(silla de montar) 
u 
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3.7 Resultado gráfico con proyección de la superficie a los planos XY,XZ 
y YZ calculado con el mathematica 6.0 
a 2u(x, y) a 2u(x, y) 4 	 ay2 	 =0, 	 -5 < x < 5, 	 -2 < y < 2 ax2  
-x2 + 41 
u(x, -2) = 	 20 , 5 < x < 5 
-x2 + 41 
u(x, 2) = 	 20 	 -5 < x < 5 
- 2 < y < 2 
u(5, = 	 - 2 < y < 2 
In[9] := n = 10; m = 4; a = -5; b = 5; c = -2; d = 2; IV = 4; Nyy = 1; f 
. 
41-x12 	 41-Xi2 	 Yi 2 	 Yj2 	 25-x2+4y2 . 
	  ,q 	 ;p= 	 ;q= 	 ;it = 	  20 	 20 	 5 	 5 	 20 
Off[Generah:obspkg]; Off[General::shdw]; << Graphics'Graphics3D'; 
b-a 	 d-c 
X = 0;y = 0; k = —; h = —; x0 = a; xn = b; y0 = c; yn, = d; 
1 = i + (in - 1 - j)(n - 1); 
aa = Table[vvi [t] = 	 [t], ti, 1, n - 1},{j, 1,m - 111; 
qq = Sort[Flatten[aa]]; 
2 
eqns = Table [2 (Nxx + Nyy (-k) )Wi j[t] Nxx(Wi.+1,j[t1 +.w1_1 ,[t1) — 
Nyy (-c)
2 
 (w , _1[t] 	 j+iY.1) == O 	 JYI 	 Wi[t], Y., 1,n - 1), tf, 1,m - 1) 
aa = Table[wi [t.] = f / . x -> a + ik, j, 0,01 fi, 1, n - 1)1; 
bb = Table[wi [t] = g / xi -> a + ik, , m, 	 ti, 1,n - 1)1; 
cc = Table[wu [t] = p /. -> c + jh, fi, 0,01 [1.1,  mg 
dd = Table[wi [t] = q /. yi 	 c + jh, tí, n, n), {j ,1,m)1; 
AA = Flatten[eqns]; 
BB = Solve[AA, qq]//N; 
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5 rafieál¿,:oltkiáva foxiffla 
CC = Flatten[BB]; 
RR = CC [ [(71-1)(m2 -1)+1; 
W(n-1)(m-1)+1 - u 
Error = Abs[ 	 2 
u 
	 /. RR ; 
EE = Table[wi [t] = w1 
 [t]  /. CC, {i, 1,n — 1},{j, 1,m — 1)] ; 
h = ListInterpolation[EE, t{a, b}, {e, d)), InterpolationOrder —> 2]; 
MM = Plot3D[h[x, y], {x, a, b}, (y, c, d), PlotStyle —> Opacity[0.9], Mesh —> 
None, PlotLabel —> "Gráfica: Solución Aproximadal 
V = Shadow[Plot3D[h[x, y], {x, a, bj, (y, c, d), PlotStyle —> None, MaxRecursion —> 
2], Axes —> {True, True, False}, Axes Label —> {X,Y,Z}, Background —> 
LightGreen, PlotStyle —> None, PlotLabel "Gráfica: Solución Aproximada"]; 
A = Shadow[Plot3D[h[x, y], {x, a, b}, {y, c, d}, MaxRecursion —> 2], Axes —> 
{True, True, False}, AxesLabel —> {X,Y,Z}, Background —> LightGreen, PlotLabel —> 
"Gráfica: Solución Aproximada"]; 
B = Shadow[Plot3D[h[x, y], {x, a, b), {y, c, d), MaxRecursion --> 21, Axes —> 
{True, True, False}, AxesLabel —> {X,Y,Z}, Background --> LightGreen, PlotLabel --> 
"Gráfica: Solución Aproximada"]; 
Print["La proyección de la superficie a los planos XY,XZ y YZ de la solución 
aproximada de u(x, y) denotada por los"wi"es: "]. 
List[V, A, B]. 
Resultado 
La proyección de la superficie a los planos XY,XZ y YZ de la solución aproximada de 
u(x, y)denotada por los wi es: 
Out[10] :=. 
fig. 11. Condiciones de contorno en 
un dominio rectangular del plano 
XOY, y con esfuerzos fijos se 
4 obtiene la forma de la membrana 








Gráfica: Solución aproximada 
fig. 12. Condiciones de contorno en 
un dominio rectangular del plano 
XOY, y con esfuerzos fijos se 
obtiene la forma de la membrana 
con un enmallado relleno. 
Gráfica: Solución aproximada 
—5 < x < 5 
—1 
X. 
fig. 13. Condiciones de contorno en 
un dominio rectangular del plano 
XOY, y con esfuerzos fijos se 
4 J obtiene la forma de la membrana 
2 	 terminada. ay 
3.8 Resultado general: solución aproximada, error, gráfico de la solución 
aproximada y proyección de la superficie a los planos XY,XZ y YZ 
calculado con el mathematica 6.0 
a2u(x, „.1 a2u(x.,  
	 " 	  
ax2 	 + ay2  =0, 	 —5 < x < 5, —2 <y< 2 
—x2 + 41 
20 	 , 5 < x < 5 
—x2 +41 
u(x, 2) = 	  20 
u(-5, y) = 	 — 2 < y < 2 
u(5,y) = 	 — 2 < y < 2 
-x  Se fija la solución analítica z(x, y) = 2+4y2+25  20 
In[11] := n = 10; m = 4; a = —5; b = 5; c = —2; d = 2; Al = 4; Nyy = 1; f = 
41-x12 	 41-xi2 	 Y.12 Y/2 	 25-x2+4y2 . 
	 ,g= 





x = 0; y = 0; k = 19—aa ; h = 	 ; x- = a; xn = b; Yo = C; Yin = d; m 
1 = i + (m — 1 — j)(n —1); 
aa = Table[wi [t] = wi [t], ti, 1,n — 1), {j, 1,m — 1)1; 
qq = Sort[Flatten[aa]l; 
eqns = Table [2 (151„„+ Nyy CV) 	 [t] NXX(W1+1,i [t] + 1411-1, [t1) 
Nyy (;)
2 
 (Wi j_i[t] 	 +i[t]) == 0/.w[t] 	 — 1), 0,1,m — 111; 
aa = Table[wi [t] = f / xi —> a + ik, fj, 0,0), fi, 1,n — 1)1; 
bb = Table[wi [t.] = g / . xi —> a + ik, , m, 	 {i, 1,n — 1)1; 
cc = Table[wid[t] = p/. y]  --> c + jh, fi, 0,0), {j, 1, m)1; 
dd = TableS [t] = / 	 —> c + jh,[1,n,n), {j, 1,m}; 
AA = Flatten[eqns]; 
Print["La solución aproximada de u(x, y) denotada por los wi son"]; 
BB = Solve[AA, qq]//N 
CC = Flatten[BB]; 
RR = CC [[(n-1)(m2 -1)+111;  
Print[E1 error relativo entre la solución aproximada de u(x,y) denotada por los wiy u 
25 — x2 + 4y2 
20 
	
en el punto (O; O) es: ]; 
W(n-1)(m-1)+1[t] — u 
Error = Abs[ 	 2 
u 
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EE = Table[wii [t] = [t]/. CC, fi, 1, n - 1}, {j, 1, m - 1)1; 
h = ListInterpolationIEE, t{a, b}, {c, d}), InterpolationOrder --> 2]; 
MM = Plot3D [h[x, y], {x , a, bj, {y, c, d}, PlotStyle --> Opacity[0.9], Mesh -4 
None, PlotLabel -"Gráfica: Solución Aproximada"]; 
TT = Plot3D[25-x2+4y2 20 	 , 	 -5,5}, {y, -2,2}, PlotStyle -> Opacity[0.9], Mesh --> 
None, PlotLabel --> "z = 25-x2+4y2"1,  20 
Print["Las gráficas de la solución aproximada de u(x, y) denotada por los wi y z 
25 - X2 + 4y2 
20 
	  son: 1]; 
List[MM, TT]. 
V = Shadow[Plot3D[h[x, y], {x, a, b}, (y, c, d), PlotStyle --> None, MaxRecursion -> 
2], Axes -> {True, True, False}, AxesLabel --> {X,Y,Z), Background -> 
LightGreen, PlotStyle -> None, PlotLabel "Gráfica: Solución Aproximada"]; 
A = Shadow[Plot3D[h[x, y], {x, a, b}, (y, c, d), MaxRecursion -> 2], Axes -> 
{True, True, False}, AxesLabel --> (X,Y,Z), Background -> LightGreen, PlotLabel -> 
"Gráfica: Solución Aproximada"]; 
B = Shadow[Plot3D[h[x, y], (x, a, b), {y, c, cl}, MaxRecursion --> 2], Axes --> 
{True, True, False}, AxesLabel -> {X,Y,Z}, Background --> LightGreen, PlotLabel --> 
"Gráfica: Solución Aproximada"); 
Print["La proyección de la superficie a los planos XY,XZ y YZ de la solución 
aproximada de u(x, y) denotada por los"wi"es: "1. 
List[V, A, B]. 
Resultados 
La solución aproximada de u(x, y) denotada por los wi son: 
Out[12] := ttw1[t] --> 0.6454209880189035, w2  [t] --> 0.9898000818258026, 
w3[t] --> 1.2316258694943256, w4[t] -> 1.3681086227315, 
w5  [t] 1.430912345126213, w6[t] --> 1.3882584315834532, 
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-5 	 5 
25- x.2 +4,2 
w7[t] —> 1.2427965979299602, w8 [t] —> 0.9958363359338088, 
w9[t] —> 0.6480891342791697, wio  [t] —> 0.4450095528858243, 
w11[t] —> 0.7898133882051089,14712M —> 1.0346238767140468, 
w13[t] —> 1.1809333688328454,u/14 W —> 1.2336552340023164, 
w15 [t] —> 1.1877485436098392, w16  [t] —> 1.041586909230555, 
w17[t] —> 0.7948204305015683, wis [t] —> 0.44754599905646125, 
w19[t] —> 0.6454209880189035,1472o [t] —> 0.9898000818258026, 
w21[t] —> 1.2316258694943256, w22  [ti —> 1.3681086227315, 
w23[t] —> 1.430912345126213, w24.[t] —> 1.3882584315834532, 
14125 [ti -› 1.2427965979299602, w26  [ti —> 0.9958363359338088, 
w27[t] —> 0.6480891342791697}}. 
El error relativo entre la solución aproximada de u(x,y)denotada por los wi y 
u= 
25-x2 +4y2 
 en el punto (0; 0) es: 20 
Out[13] := 0.013075812798146914. 
Las gráficas de la solución aproximada de u(x,y)denotada por los wi y 




Es la misma explicación de la fig. 09 y fig .10. 
63 
Es la misma explicación de la fig. 11. 
4 
—2 
Gráfica: Solución aproximada 
----
-10 
Es la misma explicación de la fig. 12. 






La proyección de la superficie a los planos XY,XZ y YZ de la solución numérica de 
u(x,y)denotada por los wies 
Out[10] 
Gráfica: Solución aproximada 
'1•‘--**-/  
— t o 
... 
M.7 
rGráfica. Solución aproximada 
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DISCUSIÓN DEL PROBLEMA DEL TIPO ELÍPTICO 
Se tiene la solución numérica de la ecuación diferencial tipo elíptico con 
condiciones de frontera en un dominio rectangular R = {.(x, y)/-5 < x < 5 
, —2 y 5. 2) y esfuerzos de Nxx = 4 (kg 	 Nyy 	 (k g 	 , con la división 
del intervalo —5 < x < 5 en n = 10 partes iguales de ancho h= (5-1(-0-5)) y la 




Se computarizó las 27 soluciones numéricas. 
Se obtuvo el error relativo entre la solución numérica y analítica. 
Se gráfico la superficie (membrana) con las soluciones numéricas. 
Comparación de las gráficas de soluciones numérica y la solución analítica. 
Proyección de la superficie con solución numérica a los planos XY,XZ y YZ . 
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CONCLUSIONES 
El problema directo se limita en hallar el tensor de esfuerzos en el interior de 
una membrana, una vez que se haya fijado la superficie y contorno. La 
ecuación diferencial 'asociada a este problema es hiperbólica por el sistema 
(2.2) lo que al resolver el sistema (1.47) se llega a una ecuación no resoluble. 
Se ha considerado una superficie z(x, = —x2 + c2y 2 y dominio rectangular 
R = [—a, a]x[—b, Men metros) y se ha resuelto el sistema (3.5), añadiendo una 
condición propia de las ecuaciones de onda y en otro utilizando la función de 
Airy. Se obtiene, entonces, en ambas circunstancias la misma solución 
analítica, dada por el tensor de esfuerzos del tipo Nxx = c1c 2 , N xy = O, Nxx = 
mediante el teorema 2.1. 
El problema dual se basa en hallar la forma de la membrana, una vez que se 
hayan fijado su contorno y los esfuerzos. La ecuación diferencial asociada a 
este problema es elíptica y resuelta su solución aproximada por el método de 
diferencias finitas. 
El modelo del problema directo fija la membrana y se debe hallar los 
esfuerzos resulta ser un problema de tipo hiperbólico, dicho modelo resulto mal 
planteado, donde se busca otra opción con el problema dual, fijar los esfuerzos 
y obtener la forma de la membrana resulto ser un problema de tipo elíptico 
donde se obtuvo con éxito las soluciones aproximadas con el software 
científico mathematica 6.0. 
Se computarizó 27 soluciones aproximadas con el software científico 
mathematica 6.0 con buen éxito. 
El error relativo entre la solución aproximadas y la superficie fija en el punto 
0(0,0) es por la simetría de la superficie (centro de gravedad) que dicho error 
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es 1.30758x10-2 , en n = 10 y m = 4, con el software científico mathematica 
6.0. 
Se obtuvo la forma de la membrana de 27 soluciones aproximadas, con el 
software científico mathematica 6.0. 
Vista tridimensional entre la solución aproximada y la superficie fija, con el 
software científico matemática 6.0. 
Se inició con un dominio rectangular simétrico en el plano XY, la membrana 
obtenida con las soluciones aproximadas se proyecta a los planos XY, XZ y YZ, 
y es vista tridimensional la proyección del plano XY , que es el dominio con que 
se comenzó a resolver el problema, con el software científico matemática 6.0 
Se desarrollo la investigación con un curvatura de Gauss negativa por lo 
que el problema dual es resuelto mediante la silla de montar, si la curvatura de 




Se puede investigar este problema dual, con condiciones de contorno de 
(Dirichlet); resolviendo la solución numérica con el método de elementos finitos, 
en el software científico mathematica 6.0. 
Puede ser investigada la ecuación de tipo elíptico y sus condiciones de 
contorno en dominios que no sean rectangulares y su solución numérica con el 
método de diferencias finitas, mediante el software científico mathematica 6.0. 
Estudio de la solución del problema dual con cables, como un posible 




Método de diferencias finitas para la ecuación de Poisson 
Para aproximar la solución a la ecuación de Poisson 
a2u(x,y) a 2u(x, y) 
ax2 	 ay2  	 = f (x, Y), 	 a < x < b, 	 c < y < d 
u(x,y)= g(x,y),sí x = aox = byc 
	 <d 
u(x,y)= g(x,y),si y = coy = dy a .5_ x b 
ENTRADA extremos a, b, c, d; enteros m > 3, n > 3;TOL; número máximo de 
iteraciones N. 
SALIDA aproximaciones ni a u(xi ,yi ) para toda i = 1,2, ............,n — 1., y 
j = 1,2, ............,m — 1 o .un mensaje de que se excedió el número máximo de 
iteraciones. 
Paso 1 Tome h = b-a 
k= d-c 
Paso 2 Para í = 1,2.............,n — 1., tome x i = a + ihl (en los pasos 2 y 3 se 
construyen puntos de red.) 
Paso 3 Para j = 1,2............., m — 1., tome yi = c + jk. 
Paso 4 Para i = 1,2, ............,n — 1 
para j = 1,2, ............, m —1, tome wU = O. 
1/ 2 Paso 5 Tome A = 72-; 
p = 2(1 + 2.); 1 = 1. 
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Paso 6 Mientras 1 5_ N haga los pasos 7-20. (Los pasos 7-20 realizan 
iteraciones de Gauss Seidal). 
Paso 7 Tome z = (—h 2 f(Xi,yni _i) + g (a, yrn_i) + Ag(xi, d) + 	 + 
w2,m-i)/u; 
N O RM = lz 
Z. 
Paso 8 Para = 2............., n — 2 
tome z = (—h2 f (xi , 	 + (x d) Wi-1,m-1 Wi+1,m-1 AWi,m-2)/U; 
SÍ iwon_i — zl > N O RM entonces 
tome N O RM = iz — 
Z. 
Paso 9 Tome z = —h2 f (xn_i, ym_i) + g(b, ym_i) + Ag(xn_i, d) + w n-2,m-1 
+ Awn-i,n2-2) /u; 
SÍ 
	
> N O RM entonces 
tome N O RM  
Paso 10 Para ] = m — 2......,2, haga los pasos 11,12 y 13. 
Paso 11 Tome z = (—h2f(x1,yi ) + g (a, yi) + w1, +1 + 	 + w23) /u; 
si iwti — zl > N O RM entonces 
tome N O RM = lz — J I; 
Paso 13 Tome z = —h2f(xn _11  yi) + g(b, yi) + 
	
+ AWn-13+1 Wn-2,j 
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Si Iwn_i  — zl > NORM entonces 
tome NORM = lz — wn _ij i; 
Wn-lj = z. 
Paso 14 Tome z = (—h2f(x1,y1) + g (a, yi ) + ilg(xi , c) + )m1,2 + w 2,1) /u; 
si 1w1,1  — zi > NORM entonces 
tome NORM = iz — 
w1,1 = z. 
Paso 15 Para í = 2,............, n — 2 
tome z = ( —h2f (xt,  Yi) + 	 c) + 	 + Awi,2 + wi-1-1,1)/u; 
si 1"1  — zl > NORM entonces 
tome NORM = lz 
wi,1 = z. 
Paso 16 tome z = (— h 2 f (xn-1,3'1) + M'YO + "19(xn-1, c) + wn-2,1 + AWn-1,2 
w +1 ) /u; 
si Iwn _u — zl > NORM entonces 
tome NORM = lz w_1,11; 
wn-1,1 = z. 
Paso17 Si NORM < TOL , entonces haga los pasos 18 y 19 
Paso 18 Para í = 1,2............., n — 1 
para j = 1,2, 	 — 1, SALIDA (xi ,yi ,wij ) 
Paso 19 PARAR (procedimiento terminado con éxito) 
Paso 20 TOME / = / + 1 . 
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Paso 2 1 SALIDA ("se excedió el número máximo de iteraciones") 
("procedimiento sin éxito") 
Códigos. 
So/ve: resuelve ecuaciones. 
Shadow: proyecta sombra de la superficie a los planos de coordenadas X, Y, Z. 
Sort: ordena los elementos de la lista en forma estándar; en casos simples. 
PlotStyle: muestre una etiqueta sobre la cima del gráfico. 
Table: se obtiene una lista de elementos. 
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